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RÉSUMÉ. Cet article expose une méthode numérique de différences finies, permettant de calculer les variables décrivant un 

écoulement moyen, non visqueux et non pesant, à travers une roue mobile d’éolienne à axe horizontal, pour en déduire ses 

performances, en utilisant un maillage à pas irréguliers. Des schémas de discrétisations spatiales centrés à l’intérieur du domaine 

de calcul et décentrés vers l’intérieur pour les nœuds placés sur les frontières sont utilisés. La discrétisation temporelle utilise un 

schéma explicite à deux pas de temps, avec une précision de l’ordre de deux. Les calculs sont faits en deux étapes : une étape de 

prédiction et une étape de correction. Ils ont précédé les calculs de l’état initial de l’écoulement tridimensionnel moyenné par la 

suite dans ses sections de passage. Des conditions aux limites sont imposées sur les frontières du domaine de calcul. La 

convergence du calcul est assurée par les viscosités numériques implicitement introduites par les schémas de discrétisations 

temporelles. La stabilité interne est assurée par une contrainte sur le pas de discrétisation temporelle    conformément à la 

condition CFL. Les conditions initiales sont calculées en moyennant, sur les sections de passage de l’écoulement, les grandeurs 

caractéristiques imposées initialement dans le volume du domaine de calcul. 

ABSTRACT. This article states a numerical method of finished differences, making it possible to calculate the variables describing 

an average flow, no viscous and no heavy, through a mobile wheel of a wind mill with horizontal axis, to deduce its performances 

from them, by using a grid with irregular steps. Centered space discretization’s diagrams inside the calculation domain and 

decentered towards the interior for the nodes placed on the borders are used. The temporal discretization uses an explicit diagram 

with two steps of time, with about two precisions. Calculations are made in two stages: a prediction stage and a correction stage. 

They preceded to calculations of the three-dimensional flow initial state, realized thereafter in its bypass sections. Boundary 

conditions are imposed on the borders of the calculation domain. Calculation convergence is ensured by numerical viscosity 

implicitly introduced by the time discretization’s diagrams. The internal stability is ensured by a constraint on the step of temporal 

discretization    in accordance with CFL condition Initial conditions are calculated while realizing, on the flow bypass sections, 

characteristic quantities initially imposed in the calculation domain volume. 

MOTS-CLÉS. Convergence, équation moyennée, production d’énergie, simulation numérique, turbine. 

KEYWORDS. Convergence, averaged equation, energy production, digital simulation, turbine. 

Liste des Symboles 

Le tableau numéro 1 ci-dessous donne les symboles utilisés dans cet article avec leurs 

significations et unités. 
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Symboles Signification Unité 

E  Extrados  

I  Intrados  

H  Carter  

S  Moyeu  

r  Rayon de position m 

A  Section de passage dans un canal inter aube m
2
 

  Angle entre une ligne de maillage et m  dans le plan  ym,e  rad 

  Angle entre une ligne de maillage et n  dans le plan  yn,e  rad 

  Angle entre à l’axe de rotation et la ligne de maillage dans le plan méridien rad 

  Vitesse angulaire du rotor rad/s 

a  Module de la vitesse du son m/s 

gR  Constante massique de gaz parfait J.kg
-1

.K
-1

 

  Rapport des capacités calorifiques  

  Viscosité cinématique m
2
/s 

D  Tenseur de déformation  

T  Tenseur de contraintes (tenseur d’ordre deux)  

F  Moyenne par rapport à y et n  de la fonction  F m, y,n   

n

F  Moyenne simple de cette fonction  F m, y,n  suivant n   

y

F  Moyenne simple de cette fonction  F m, y,n  suivant y   

PC  Capacité calorifique massique à pression constante J. kg
-1

K
-1

 

bS  Surface balayer m
2
  

V  Vitesse absolue du vent m/s 

W  Vitesse relative du vent m/s 

  Masse volumique de l’air kg/m
3
 

p  Pression absolue Pascal  

T  Température °K  

M  Masse d’un fluide kg  

Tableau 1. Signification et unité des symboles utilisés  

1. Introduction 

L'exploitation de l’énergie éolienne consiste à transformer l'énergie cinétique du vent traversant le 

capteur d’une éolienne [RAJ 23], [JAO 22], en énergie mécanique récupéré au bout d’un arbre du 

rotor puis en énergie électrique via un générateur [DEL 22]. Il est nécessaire de commencer par une 

étude de l’écoulement du vent dans un site antérieurement à celle de l’implantation d’un 

aérogénérateur [BOU 16]. Cet écoulement de fluide à travers une roue de turbomachine est 

tridimensionnel et instationnaire [FRA 19], [VER 11]. Il est décrit par l’équation d’Euler ou de 

Navier-Stokes [ABD 09], [MAA 19] au travers de système d’équations aux dérivées partielles non 

linéaires [JAO 20]. Compte tenu de la complexité de la résolution analytique de ces équations, il est 

d’usage de faire appel à la simulation numérique qui donne de bons résultats. L’ampleur du temps 

de calcul pour leur mise en œuvre conduit à la recherche de modèles plus simples utilisables pour la 

prédiction des performances des turbomachines [GEO16], [ROB 13], [BEN 13]. Parmi les modèles 

simplifiés cités figure un nouveau modèle monodimensionnel (1D). 

Le présent travail est orienté vers les calculs des performances d’une éolienne en considérant un 

écoulement moyen monodimensionnel équivalent à l’écoulement 3D dans le canal inter aubes. A cet 

effet, les grandeurs caractéristiques de l’écoulement sont moyennées dans une section de passage 

perpendiculaire à sa direction moyenne. Pour parvenir aux objectifs, l’article a été subdivisé en huit 
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sections plus l’introduction et la conclusion. En effet, la modélisation mathématique du mouvement 

de fluide suivie de la définition de l’écoulement moyen et de l’écriture des équations de mouvement 

d’un écoulement moyen dans un canal inter aube ouvre la partie théorique de l’article. Cette partie 

est complété par le calcul du couple d’entrainement de la roue d’une éolienne, de l’établissement de 

l’expression de différentes puissances et du calcul du rendement. La description de la méthode de 

résolution numérique utilisée et de son application avec des résultats interprétés et une conclusion 

avec perspective termine l’article. 

2. Modélisation mathématique de mouvement de fluide  

Dans un repère absolu (R), le fluide est caractérisé par sa vitesse  ⃗ , sa pression  , sa température 

absolue   et sa masse volumique  . 

2.1. Hypothèses simplificatrices 

Le fluide est considéré comme étant : 

 Newtonien : T I Dp 2   avec D  : Tenseur taux de déformation ; T  : Tenseur de contraintes 

  Non pesant : poids négligeable ; 

  Non visqueux = 0 ; 

  Un gaz parfait 
g=p R T ; 

  Sans conductivité thermique : =q 0 . 

Le mouvement d’un tel fluide est décrit par les équations d’Euler de conservation de la masse (1), 

de la quantité de mouvements (2) et de l’énergie (3) comme suit : 

0.V V .
dt


 


      (1) 

 
2 1

2

V V
V V p

dt 

 
      

 
 (2) 

2

0
p

T a
.V V . T

t C


    


 (3) 

avec a  : module de la vitesse du son avec ga R T  

2.2. Écriture des équations de mouvement dans un repère mobile (E) 

La figure 1 ci-contre montre le repère absolu                     

 R M ,i , j ,k et le repère mobile  yE M ,m,n,e  avec leurs 

vecteurs unitaires. Le vecteur unitaire i  est aussi le 

vecteur unitaire de l’axe de rotation de E par rapport à R.  

Dans le repère (E), la vitesse relative W de 

l’écoulement a pour composantes
m, y nW W etW .  

 

Figure 1 : présentations de (R) et (E)et les 

angles entre leurs vecteurs unitaires 

En désignant par '  le logarithme népérien de la masse volumique du fluide et par r  la 

vitesse d’entrainement de (E) par rapport à (R) puis en posant i  le vecteur rotation et r OM  
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le vecteur position, le remplacement de V  par W r  dans les équations (1 à 3) donne les 

équations suivantes : 

0R '
.W W . '

dt





     (4) 

2 1
2

2

RW W
W W W r p

dt
  



 
          

 
 (5) 

2

0R

p

T a
W. T .W

t C


    


 (6) 

avec  R r .
dt dt


 

     la dérivée temporelle dans le repère (E) 

L’équations (4) s’écrit : 

0

ym nR
m y n

m n

WW W' ' ' '
W W W

t m y n m y n

sin cos
W W

R n R m

   

   

    
     

      

    
       

    

 (7) 

La projection de l’équation (5) sur les trois axes du repère mobile (E) donne les équations 

suivantes : 

 
2

2
2 0R m m m m

m y n g m n n y

W W W W T a ' sin
W W W R W W W W R

t m y n m m m n R

   




       
         

       
 (8) 

 
2

2 0
R y y y y

m y n g y m n

W W W W T a ' sin cos
W W W R W R W W

t m y n y y R R

  




       
         

       
 (9) 

 
2

2
2 0R n n n n

m y n g m n m y

W W W W T a ' cos
W W W R W W W W R

t m y n n n n m R

   




       
        

       
 (10) 

Après la projection ci-dessus, l’équation (6), devient comme suit : 

 1 0

ym n
m

R
m y n

n

WW W sin
W

m y n R nT T T T
W W W T

t m y n cos
W

R m

 


 

    
     

              
      

   
  

 (11) 

3. Définition de l’écoulement moyen  

Un écoulement moyen à travers un canal inter aube est un écoulement dont les équations sont 

obtenues en moyennant les équations 7 à 11 sur une section de passage A perpendiculaire à la 

direction moyenne de cet écoulement, conformément à la figure 3 suivante. 
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Figure 2. Canal inter aube                                    Figure 3. Section de passage de l’écoulement 

3.1. Définitions des moyennes utilisées  

Les coordonnées curvilignes du repère mobile sont m,y et n  suivant la direction de 
ym,e et n . 

 F m, y,n  est une fonction de variables m,y et n . Le tableau 2 suivant donne les diverses 

expressions de la moyenne de  F m, y,n . 

MOYENNES de F        NOTATIONS ET EXPRESSIONS 

Par rapport à y , y  varie de 
Ey   

Iy   
1 I

E

yy

y
F F m, y,n dy

y

   

Par rapport à n , n  varie de 
S HN à N  

 
1 H

I

Nn

N
F F m, y,n dn

n

   

Par rapport à la section du passage A 

perpendiculaire à la direction m
H I

S E

N y

N y
A dydn  

 

 
1 H I

S E

N y

N y
F F m, y,n dydn

A
    

Avec 
I E H Sy y y et n N N       

Tableau 2. Expressions des moyennes d’une fonction  F m, y,n   

Dans le cas d’un canal inter aube, les indices E, I, H et S sont des indices de grandeurs prises 

respectivement sur l’extrados, intrados, carter et moyeu. 

Avec I I I E E Ey r et y r   tel que I Er et r .rayons des points sur l’intrados et sur l’extrados. 

 

Figure 4. Présentation des angles caractéristiques du canal. 
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SE I
E I S

E I H
E I H

Ny y x
tg tg tg cos

m m m m

y y N r
tg tg tg sin

n n m m

   

   

  
   

   

   
   

   

 

Conformément aux définitions de moyennes, des angles et des grandeurs caractéristiques des 

surfaces délimitant le volume dans lequel évolue l’écoulement ci-dessus, les expressions des 

moyennes de dérivées spatiales de la fonction  F m, y,n , notée par F pour la moyenne double et F

pour la moyenne simple, sont résumées sur le tableau 3 suivant. 

Moyennes des dérivées par rapport 

à   

Moyennes des dérivées par 

rapport à   

Moyennes des dérivées par rapport 

à   

 

 

1

n n

E E I I

y y

S S H H

F F A
F

m m A m

n
tg F tg F

A

y
tg F tg F

A

 

 

  
 

  


 


 

 

 

1

1

y y
y

E E I I

F F y
F

m m y m

tg F tg F
y

 

  
 

   

 


 

 

1

1

n n
n

S S H H

F F n
F

m m n m

tg F tg F
n

 

  
 

   

 


 

 y y

H S

F y
F F

n A

 
 


 

 

1

1

y y
y

E E I I

F F y
F

n n y n

tg F tg F
y

 

  
 

   

 


  
1

n

H S

F
F F

n n


 

 
 

 n n

I E

F y
F F

y A

 
 


  

1
y

I E

F
F F

y y


 

 
 

 

1

1

n n
n

S S H H

F F n
F

y y n y

tg F tg F
n

 

  
 

   

 


 

Tableau 3. Expressions des moyennes de dérivées spatiales d’une fonction  F m, y,n   

4. Écriture des équations de mouvement d’un écoulement moyen dans un canal inter 
aube  

On suppose que les valeurs des grandeurs caractéristiques de l’écoulement restent voisines de 

celles de l’écoulement moyen. En utilisant les du tableau 2, les moyennes sur la section de passage 

A des équations (7 à 11) sont données par les équations suivantes : 

 

 

1

1

mR
m m m

n n n n y y
S H

E I m

y y y y

n y

n n n n

nE E nI I

W' ' A
W W 'W

t m m A m

N NA n y
' E tg ' I tg ' S ' H sin W

A m A A m m y n

y n
' H ' S cos W ' H ' S W

A y m A

n
W tg W tg

A

 


 
      

 
    

 

  
  

   

       
        

       

     
       

     


    0

n n y y y y
S H

yI yE mS mH nH nS

N Ny
W W W W W W ,

A m m

   
      

  

 (12) 
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2 2

2
2

1 1

1

R m m
m g g g m n

y y m n

n n n n y y
S H

mE E mI I mS mH m

n n n n

mI mE y mH mS

W W ' T A A
W R T R R 'T W W

t m m m A m A m n

sin sin
W R W U W W

Y R R m

N Nn y
W tg W tg W W W

A A m m

n y
W W W W W

A A

 


   

 

      
     

      

  
     
  
 

     
     

   

   
    
  

 

 

1

0

n

n n n n y y
S H

g E E I I S H

n n n n y y
S H

g E E I I S H

W

N NA n y
R ' tg ' tg ' ' T

A m A A m m

N Nn y
R T tg T tg T T ,

A A m m

     

 


 



      
      

    

     
      

   

 (13) 

 

       

1
2 2

R y y

m y m y m y n

n n n n y y
S H

yI I yE E yS yH m

n n y y n n n n

yI yE y yH yS n g I E g I E

W W A sin cos
W W W W R U W W R U W

t m A m R y R y

N Nn y
W tan W tan W W W

A A m m

n y n n
W W W W W W R ' ' T R T T

A A A A

   

 

 

       
        
       
   

     
      

   

   
         0,

 (14) 

 

   

     

2
2 21

1

0

R n n
m m n m y y

n n n n y y n n
S H

nE E nI I nS nH m nI nE y

y y y y y y

nH nS n g H S g H S

W W A cos cos
W W W W W U W R

t m m A m n R y R

N Nn y n
W tg W tg W W W W W W

A A m m A

y y y
W W W R ' ' T R T T

A A A

    

 

 

       
                   

     
       

   

  
       ,

 (15) 

   

     

 

 

1 1

1
1

1

mR
m n

n n y y

m I E y H S n

n n n n y y
S H

E E I I S H m

n n n

mE E mI

WT T
W T cos TW

t m m y m

A n y
sin TW T T W T T W

A m Y n A A

N Nn y
T tg T tg T T W

A A m m

n
W tg W tg

A

 
  

 
  

 

 



    
      
     
 

      
         

      

     
     

   




 
 

   
0

n y y
S H

I mS mH

y y n n

nH nS yI yE

N Ny
W W

A m m
T .

y n
W W W W

A A

    
   

    
  

    
 

 (16) 

Ces équations contiennent les grandeurs moyennes sur l’extrados, l’intrados, le carter et le 

moyeu. Les équations qui donnent leurs variations temporelles sont décrites aux paragraphes ci-

dessous. 
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4.1. Expressions des équations de mouvement des écoulements moyens sur le moyeu et sur le 
carter 

Le moyeu et le carter coïncident à des surfaces correspondant à  =   et  =  . 

Pour avoir les expressions des équations de mouvement moyennes sur le carter et sur le moyeu, il 

faut moyenner suivant   les équations de mouvement de (7 à 11) ce qui donne : 

 

1 1

1 1

1

y y y y y
y y y y y y

R W W W mW nW
mW nW W nW W mW

y

y y
W

WI WE yW WE WE WI WI W mW

W

WE WE WI WI

' ' ' W W y y
W W ' W ' W

t m n m n y n y m

y
' ' W tg ' tg ' sin W

y y m y n

y
tg ' tg '

y n

  
 


      

   

      
     

        

 
             

        
 


 

    

 

1

1
0

y

W y
W

nW yWI yWE
W

WE mWE WI mWI WE nWE WI nWI

cos
W W Wy m

y

tg W tg W tg W tg W ,
y




   

 
               

 

    


 (17) 

 
2

2 2 2

1

1
1

1 1

y y y y y
y y y y y

R mW mW mW W W
mW nW g W g g W W

yy y y
y y yy y

W W W
mW nW yW W W yW

W W W

y
y y

W
mW nW WE mWE

W W W ' T y
W W R T R R ' T

t m n n n y m

sin siny
W W W R R W

y m n R R y

y
W W tg W

y n m y




   





     
    

      

 
  
       

     
 

 
   
    
 

 

   
1 1

y

WI mWI mW

y y

mWI mWE yW E mWE I mWI nW

tg W W

W W W tan W tan W W
y y



 



   
 

 (18) 

 
1 1

0
y

WE WE WI WI g W WE WE WI WI

y
tan ' tan ' R T Rg tan T tan T ,

y m y
     

 
      
   

 

 

   

1 1

1
2

1 1

y y y

y y y y y yR yW yW yW

mW nW yW mW yW nW

y y y
y y y y y

W W
yW W W mW nW yWI yWE yW

W WW

y

WE yWE WI yWI mW E yWE I yWI nW

W W W y y
W W W W W W

t m n y m y n

sin cos
W R R W W W W W

y R R y

tg W tg W W tg W tg W W
y y

 


   

    
   

      

    
                

   
 

   
1 1

0

y

y

g WI WE W WI WER ' ' T Rg T T ,
y y
     

 

 (19) 
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2

2 2 2

1

1
1

1 1

y y y y y
y y y y y

R nW nW nW W W
mW nW g W g g W W

yy y y
y y yy y

W W W
mW nW yW yW W

W WW

y
y y

W
nW mW WE nWE

W W W ' T y
W W R T R R ' T

t m n n n y n

cos cosy
W W W R W R

m y n R y R

y
W W tg W

y m n y




  





     
    

      

 
   
       

     
 

 
    
    
 

 

   

 

1 1

1 1
0

y

WI nWI mW

y y

nWI nWE yW E nWE I nWI nW

y

g WE nWE WI nWI W WE WE WI WI

tg W W

W W W tg W tg W W
y y

y
R tan W tan W T Rg tan T tan T ,

y n y



 

   

   
 

 
      
   

 (20) 

   

 

 

1 1

1
1

1 1
1

y y y y y
y y y y

R W W W mW nW
mW nW W W

y y
y y

W
mW W W

W

y y
y y

W
W nW W E WE I

W

T T T W W
W W T T

t m n m n

y
W sin T

y m y n

y
cos W T tg T tg T

y n y m y

 


  


    

    
     

    

  
          

        

  
            

         

 

    

  

1 1
1

1
1 0

y

WI nW

y y

WE WE WI WI mW WI WE yW

y

WE mWE WI mWI WE nWE WI nWI yWI yWE W

W

tg T tg T W T T W
y y

tg W tg W tg W tg W W W T .
y

  

    

    
 

       


 (21) 

L’indiceW est remplacé par H  pour le cas de l’écoulement moyen sur le carter et remplacé par S  

pour le cas de l’écoulement moyen sur le moyeu. E et I sont les indices des grandeurs prises sur 

l’extrados et sur l’intrados. 

4.2. Expressions des équations de mouvement des écoulements moyens sur l’extrados et sur 
l’intrados  

Pour avoir les expressions des équations de mouvement moyennes sur l’extrados et sur intrados, 

il faut moyenner suivant   les équations de mouvement de (7 à 11). Ce qui donne : 

1 1

1

1 1

nn n n n
n n n n n nyWR W W W mW

mW yW W mW W yW

n

n
S WH

WS WH W mW

W

n
S H

WS WH yW WH

W' ' ' W n n
W W ' W ' W

t m y m y n m n y

N N n
' ' sin W

n m m m y n

N N n
' ' W '

n m m y n

  
 


  

  

     
     

        

 
            

         
 

   
    
     

 

1
0

n

n
W

WS W nW

W

S SH H
nWH nWS mWS mWH yWS yWH

' cos W
y m

N NN N
W W W W W W .

n m m y y


 

 
  

    
   

 

   
       
     

 (22) 
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2 2 2

1

1
1

1 1

n n n n n
n n n n n

R mW mW mW W W
mW yW g g W g W W

nn n n
n n nn

W W W
mW nW yW W yW W

W WW

n
n n n n n

W S
mW yW mW nW mWS

W W W T ' n
W W R R T R T '

t m y m m n m

sin sinn
W W W R W R

n m n R y R

Nn
W W W W W

n m m n m




  




     
    

      

 
  
       

     
 

 
  
    

 
1 1

1 1
0

n n
H

mWH mW

n n n n
S H

mWS mWH yW mWH mWS nW

n n n n n
S SH H

g WS WH W g WS WH

N
W W

m

N N
W W W W W W

n y y n

N NN Nn
R ' ' T R T T ,

n m m m n m m
 

 
 
 

  
    
    

     
        
         

 (23) 

 
2

2

2 1 1
1

1 1

n n n n n
nn n n n

R nW nW nW W W
mW yW mW yW W

W

nn n
n n n n n

W W
W yW nW mW nW yW

W W

n n n n
S SH

nWS nWH mW nWS

W W W cos
W W W W R

t m y m R

cos n n
R W W W W W

R y n m n n y

N NN
W W W W

n m m n y

 


 

   
    

   

       
                    

  
    
     

     
1 1 1

0

n n
H

nWH yW

n n

nWH nWS nW g WH WS W g WH WS

N
W W

y

W W W R ' ' T R T T ,
n n n

 

 
 

 

      
  

 (24) 

2

1

1
2

1 1

n n n n n
n n n n nR yW yW yW W W

mW yW g g W g W W

n n n
n n n n n n

W W
yW yW W W mW nW

W WW

n n n n
S H

yW mW yWS yWH

W W W T ' n
W W R R T R T '

t m y y y n m

sin cosn
W W R R W W

n m y R R

N Nn
W W W W

n m n y y




 


     
    

      

     
                

  
  
     

 
1

1 1

1
0

n n

mW mWH mWS nW

n n n n
S SH H

yWS yWH yW g WS WH W

S H
g WS WH

W W W W
n

N NN Nn
W W W R ' ' T

n y y n y y y

N N
R T T ,

n y y

 

 


     
       
         

  
   
   

 (25) 
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1 1

1 1
1

1
1

nn n n n
n n n n yWR W W W mW

mW yW W W

n n
n n n n n

W
W mW W W yW

W

n n
n n n n

W S H
W mW W WS

W

WT T T W
W W T T

t m y m y

n n
sin W T T W

n m y n n y

N N
cos W T T T

y m n y y

 


   


 

   
     

    

  
           

        
  

 
          
      
 

 

 

1 1

1
1 0

n n

WH mW

n n n n n n
S H

WS WH yW WH WS nW

n n n n n n n
S SH H

nWH nWS mWS mWH yWS yWH W

W

N N
T T W T T W

n y y n

N NN N
W W W W W W T .

n m m y y


 
 
 

  
    
    

   
        

     

 (26) 

Dans ces équations, l’indice   est remplacé par  E pour les grandeurs prises sur l’extrados et par I 

pour celles sur l’intrados du profil de deux pales consécutives de la roue d’une turbine. 

Les grandeurs prises sur les extrémités des pales, appelés par la suite coins sont contenues dans 

les équations moyennées sur le carter, le moyeu, l’extrados et l’intrados. 

4.3. Expressions des équations de mouvement des écoulements sur les coins  

Ce sont les équations afférentes aux écoulements dans le canal entre deux aubes consécutives se 

trouvant aux intersections de : carter – extrados (HE), moyeu -extrados (SE), carter -intrados (HI) et 

moyeu -intrados (SI). Les équations de mouvement sur ces points sont données par les relations 

suivantes : 

0

yWbR Wb Wb Wb Wb mWb nWb
mWb yWb nWb

Wb Wb
Wb mWb Wb nWb

Wb Wb

W' ' ' ' W W
W W W

t m y n m y n

sin W cos W ,
y n y m

   

  
 

     
     

      

        
          

         

 (27) 

 
2

2 2 1 0

R mWb mWb mWb mWb Wb Wb
mWb yWb nWb g g Wb

Wb Wb Wb Wb
mWb nWb nWb yWb Wb yWb Wb

Wb WbWb

W W W W T '
W W W R R T

t m y n m m

sin sin
W W W W R W R ,

m n R y R



   


     
    

     

    
        

    

 (28) 

 
2

2 2 1 0

R nWb nWb nWb nWb Wb Wb
mWb yWb nWb g g Wb

Wb Wb Wb Wb
mWb mWb nWb yWb Wb yWb Wb

Wb WbWb

W W W W T '
W W W R R T

t m y n n n

cos cos
W W W W R W R ,

m n R y R



   


     
    

     

    
        

    

 (29) 

2 0

R yWb yWb yWb yWb Wb Wb
mWb yWb nWb g g Wb

Wb Wb
yWb Wb Wb mWb nWb

Wb WbWb

W W W W T '
W W W R R T

t m y n y y

sin cos
W R R W W ,

y R R



 


     
    

     

    
       

    

 (30) 



© 2023 ISTE Open Science — Published by ISTE Ltd. London, UK — openscience.fr                                                                    Page | 12 

 1 0

R Wb Wb Wb Wb
mWb yWb nWb

yWbmWb nWb Wb
Wb mWb

Wb

Wb

Wb
Wb nWb

Wb

T T T T
W W W

t m y n

WW W
sin W

m y n y n
T .

cos W
y m









   
  

   

      
      

       
   

    
        

 (31) 

Dans les expressions des équations de mouvement sur les coins ci-dessus, l’indice W  est 

remplacé par E pour les points pris sur l’extrados et par I pour ceux sur l’intrados tandis que l’indice 

b est remplacé par H pour ceux du carter et par S pour ceux du moyeu. 

5. Calcul du couple d’entrainement de la roue d’une éolienne 

Soit W la vitesse d’un écoulement traversant une éolienne constituée par une roue dans un 

volume Ω délimité par une surface S. 

Les frontières composant la surface S délimitant le volume Ω sont formées des frontières fluides 

de surface        l e S CS S S S   et des parois solides  WS qui correspondent aux surfaces de 

contours de la roue, du moyeu et éventuellement du carter comme à la figure 5 ci-dessous. 

 

Figure 5. Schéma représentatif du volume Ω 

La variation temporelle de la quantité de mouvement 
 d W

dt

M
 du fluide est due à la somme des 

forces qui sont appliquées aux fluides conformément à la deuxième loi de Newton. Ces forces sont 

composées des forces de pression, des forces de viscosité, du poids, de la force de Coriolis et de la 

force d’entrainement.  

D’où : 

 
appliquée

d W
F

dt


M
 (32) 

Soit : 

   

  

2R
S

S S
d W d W p n ds gdv W dv

t

r dv

    

  

  




      



  

    



M M
 (33) 

Dans l’équation (33), on a d dvM  et Sd W ndv, M  est un vecteur unitaire tangent à la 

surface élémentaire ds prise sur s dont le vecteur normal est n, est la composante des forces de 

viscosité suivant . Le développement de l’équation (33) donne l’équation suivante : 
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 2

R
Ss s Se e s s s s s s

Ss Se Ss Ss

e e e e e e w w w w w w
Se Se Sw Sw

d W d W d W n p ds i ds
t

n p ds i ds n p ds i ds

Wdv r dv gdv



 

   



  


     



       
 

     

    

   

  

M M M

 (34) 

 ⃗⃗  est la résultante des forces appliquées à la roue délimitée par  WS  et vaut : 

w w w w w w
Sw Sw

R n p ds i ds     (35) 

La projection aR  de R  sur la direction de l’axe de la roue a pour expression : 

e s e s
a e e s s e e e s s s

S S S S
R d s iWa d s iWa ip ds cos ip ds cos         M M  (36) 

 est l’angle que fait l’axe de rotation avec la direction de vitesse d’écoulement comme à la  

figure 6. 

 

Figure 6. Surface d’entrée et de sortie du domaine de calcul. 

L’équation de la quantité de mouvement dans un volume élémentaire  pris dans le volume

s’écrit comme suit : 

 
  s

V
. V V f g

t


 


   


 (37) 

sf  est la force surfacique. 

La formule (37) peut être écrite comme suit : 

   
S

r Vdv r . V V dv r npds i ds r gdv
t

   
  


         

      (38) 

Soit : 

 
S S

r Vd r Vd r np i ds r gd
t


 


        

    M M M  (39) 

A l’état stationnaire, le moment de forces appliquées à la roue délimitée  WS a pour expression : 

 0 w w w w w w
S

M r n p i ds     (40) 

Soit : 
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0 s s Ss e e Se s s s S
Ss Se Ss

s s s S e e e e e e e e
Ss Se Se

M r Vdv r V d r V d r gd r n p ds

r i ds r n p ds r i ds



 

 
           

        

    

  

M M M

 (41) 

En remplaçant  ⃗  dans l’équation (41) par W r  , en négligeant le poids et en considérant que 

l’écoulement est stationnaire, le moment des forces appliquées à la roue par rapport à l’axe rotation 

 i  vaut : 

0aM i M  (42) 

En remplaçant 0M  par son expression (41) et après simplification on obtient : 

   2 2

a s us s Ss e ue e Se
Ss Se

M R W R d R W R d      M M  (43) 

Ainsi le couple appliqué par l’écoulement moyen du fluide sur la roue a-t-il comme expression : 

   amoy e e s sue use se sM Q W R R Q W R R


   


    
  

 (44) 

e sue use sQ , W , R et Q , W , R  sont respectivement le débit volumique moyen, la composante 

tangentielle des vitesses relatives moyennes et les rayons moyens à l’entrée et à la sortie de de la 

roue. 

6. Expressions de différentes puissances et Calcul du rendement. 

6.1. Puissance disponible 

La puissance disponible correspond à la puissance provenant de l’énergie cinétique du fluide du 

site où est placée la machine. Elle dépend essentiellement de la masse volumique   du fluide, de la 

section   du capteur et de la vitesse V  d’attaque du vent. Elle est exprimée par la relation suivante : 

31

2
disp bP S V   (45) 

6.2. Puissance de démarrage  

L’inertie du système et les frottements contribuent à l’immobilisation de l’éolienne. Pour que 

l’arbre de cette dernière puisse tourner, il faut que la puissance disponible soit supérieure à la 

puissance de démarrage correspondant à une vitesse minimale    du fluide du site. 

31

2
D b DP S V  (46) 

6.3. Puissance mécanique 

La puissance mécanique récupérée à l’arbre de la machine à fluide est le produit du couple 

appliqué à l’arbre par sa vitesse angulaire. Pour un écoulement moyen provoquant un couple moyen 

      à l’arbre tournant à la vitesse angulaire  , cette puissance vaut : 

   S S e eamoy amoy S S uS e e ueP M Q W R R Q W R R          
  

 (47) 

6.4. Rendement 
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Le rendement   de la conversion de l’éolienne est le quotient de la puissance mécanique 

moyenne par la puissance disponible. Il a pour expression : 

moy

disp

P

P
   (48) 

7. Méthode de résolution numérique utilisée  

7.1. Maillage  

Le maillage utilisé pour la simulation numérique est un maillage orthogonal à pas irréguliers dont 

les frontières sont représentées par la figure 7 ci-dessous. 

 

Figure 7. Présentation de frontière du domaine du calcul. 

7.2. Schéma de discrétisation  

La discrétisation est effectuée suivant deux schémas : 

 Schéma de discrétisation spatiale  

 Schémas de discrétisation temporelle 

 

7.2.1. Schéma de discrétisation spatiale  

 

Figure 8. Présentation du nœud d’indice i de maillage avec ses pas irréguliers.  

Emplacement 

du nœud  

Schémas de discrétisation de 
  

  
 

Intérieur du 

domaine de 

calcul 

 

 
   

 
 1 1

11 1 1

1 1
i i i i

i ii i i i i i

m m m mF i
F i F i F i

m m mm m m m m m
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Frontière en 

amont 

 

 
   

 
 1 1

11 1 1

2
2 1

i i i i i

i ii i i i i

m m m m mF i
F i F i F i

m m mm m m m m

 

  

      
    

       
 

Frontière 

aval 

 

 
 

 
 

 
 1 1 2 1 2

2 1 2 1 2 1 1 2

2
2 1

i i i i i

i i i i i i i i

m m m m mF i
F i F i F i

m m m m m m m m m

    

       

      
    

          
 

Tableau 4. Schémas de discrétisation de la dérivée par rapport à m d’une fonction  F m, y,n  

7.2.2. Schémas de discrétisation temporelle  

Le schéma de discrétisation temporelle adopté est le schéma explicite. 

 

Figure 9 : Présentation du pas de temps. 
t t tF F F

t t

 


 
 (49) 

7.3. Méthode numérique 

La méthode numérique de différences finies adoptée est une méthode explicite à deux pas de 

temps avec une précision d’ordre deux (spatiale et temporelle). 

A l’instant  , en tout nœud d’indice i du maillage, les systèmes d’équations de mouvement  

(12 à 16), (17 à 21), (22 à 26), et (27 à 31) peuvent être écrites comme suit : 

 
 

t

tZ i
RHS i

t

     
 

 (50) 

Avec  

t

m
t

n

y

i

'

W

Z i W

W

T

 
 
 
      
 
  
 

 et i est l’indice du nœud suivant (m).  

 Premier pas de temps : étape de prédiction. 

Cette étape calcule les grandeurs caractéristiques de l’écoulement au nœud d’indice i à l’instant t

t t t   selon le schéma de discrétisation suivant : 

 
      

 
1 1

3

t t t

tt
Z i Z i Z i

Z i t RHS i




             
        

 (51) 

 Deuxième pas de temps : étape de correction. 

Elle permet de calculer les grandeurs caractéristiques de l’écoulement au nœud d’indice i à 

l’instant 
2 2t t t  . A l’instant 2t , la discrétisation temporelle d’une grandeur  Z i  se fera de la 

manière suivante : 
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2

2

tt t

Z i Z i t RHS i


          
 (52) 

La condition de stabilité interne des schémas du calcul numérique adoptés est assurée par la 

condition CFL (Courant Friedrich Lévy) : 

 

 
 

 

 
 

2
3 3t t

i i

l i l i
t et t

W a W a



 
   

 
 (53) 

Avec W est le module de la vitesse relative et a le module de la vitesse du son. Les grandeurs 

dont l’exposant est *correspondent aux grandeurs calculées à l’instant intermédiaire *t .  l i  est la 

plus petite distance entre deux nœuds voisins du maillage, tW , ta ,W et a   sont les plus grandes des 

vitesses relatives et des vitesse de son à l’instant t  et *t  dans le domaine de calcul. 

7.3.1. Conditions initiales utilisées 

A l’instant initiale, on a considéré un écoulement 3D. en supposant que hypothèses utilisées 

supposent que :  

Le débit reste constant dans toutes les sections
iA  normales à m : 

i i miAW cst   (54) 

Suivant une ligne de maillage supposée confondue à une ligne de courant : 

 La rothalpie reste constante : 

2 2 2

2 2
P

W r
I C T cst


    (55) 

 L’entropie est supposée constante : 

1

1

1 1

T

T





 
  
 

 (56) 

L’allure du maillage pour le calcul de l’écoulement 3D est montré à la figure 14. Les résultats 

obtenus permettent de calculer : 

  Les écoulements initiaux sur les quatre coins 

 Les écoulements moyens initiaux sur l’extrados et l’intrados en moyennant les grandeurs 

obtenues sur ces derniers suivant n. n varie du moyeu au carter. 

  Les écoulements moyens initiaux sur le carter et le moyeu en moyennant les grandeurs 

obtenues sur ces derniers suivant y. y varie de l’extrados à l’intrados. 

 L’écoulement moyen initial en moyennant les grandeurs obtenues dans le domaine de calcul 

suivant n et y. n variant du moyeu au carter et y variant de l’extrados à l’intrados. 

7.3.2. Conditions aux limites appliquées  
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Les conditions aux limites sont résumées dans le tableau 5 suivant. Elles sont imposées sur les 

frontières après les réalisations l’étape de prédiction et l’étape de correction. 

Frontière 

amont 

Frontière 

avale 

Sur les parois 

solides latérales 

Sur les frontières 

fluides latérales  
Carter Moyeu 

Vitesse 

  = 14 m/s  

et angle     

= 27° 

Pression 

statique= 

101325. 

Pascal 

Condition de 

glissement : 

y m nW W tg W tg    

Condition de 

périodicité 

(Égalités des valeurs 

des grandeurs sur les 

deux frontières) 

Pression 

statique 

=101325. 

Pascal 

Condition de 

non 

pénétration  

0nW   

Tableau 5. Conditions limites adoptées. 

 

7.3.3. Test de convergence 

Le calcul converge quand les valeurs de la masse volumique en tout point du domaine de calcul à 

la N
ième

 itération sont différentes de   de leurs valeurs à la M
ième

 itération. Avec M=N+NCO. Ce qui 

se traduit par : 

   
N N NCO

RO   


     (57) 

avec   est de l’ordre de 10
-5 

8. Application de la méthode 

8.1. Description du système 

La méthode est appliquée à une éolienne tripale dont la géométrie est montrée à la figure 10 

donnant les détails aux figures 11, 12, 13 et 14 ci-dessous. 

                                                               

Figure 10. Roue tripale             Figure 11. Géométrie de la roue     Figure 12. Canal inter aube 

Rayon de tête      0,8 m, rayon de pied         m, rapport de réduction 
  

  
=
 

 
  et Calage=27° 
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Figure 13. Vitesse sur frontière amont       Figure 14. Allure du maillage 3D en    , à mi- rayon et en   . 

La figure 14 donne le maillage en 3D les domaines de calcul. 

8.2. Déroulement du calcul 

Le calcul s’effectue selon l’organigramme ci-dessous. 

 

Figure 15. Organigramme du déroulement de calcul de la performance d’une éolienne. 
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9. Résultats et interprétation  

9.1. Vitesse initiale d’écoulement à l’intérieur du canal inter aube 

La vitesse de l’écoulement à l’état initial à l’intérieur du canal inter aube de la machine est 

représentée sur la figure 16 ci-contre. 

 

Figure 16. Evolution de la vitesse moyenne initiale dans le canal inter aube. 

9.2. Convergence des calculs en fonctions de NCO 

Les courbes d’évolution de    
N N NCO

RO  


    en fonction du nombre d’itérations sont 

représentées sur la figure 17 ci-dessous. RO  est calculé à partir de la masse volumique de 

l’écoulement moyen.  

 

Figure 17. Présentation des courbes de convergence pour diverses valeurs de NCO. 

NCO est pris égal à 50 pour les calculs qui suivent. 

9.3. Performances 

9.3.1. Couple 

La courbe représentative du couple appliqué par le vent à la roue de l’éolienne en fonction de la 

vitesse amont de la roue est montrée à la figure 18 plus bas. 



© 2023 ISTE Open Science — Published by ISTE Ltd. London, UK — openscience.fr                                                                    Page | 21 

 

Figure 18. Courbe du couple produit par l’écoulement moyenné de l’air dans la roue 

9.3.2. Puissances 

La puissance disponible et la puissance recueillie au niveau de l’arbre de la roue en fonction de 

vitesse du vent sont montrées à la figure 19 ci-dessous. 

 

Figure 19. Courbe des puissances disponible et convertible 

9.3.3. Rendement 

L’allure de la courbe de rendement à la formule (46) en fonction de vitesse du vent est ci-dessous 

donnée. Tant que la machine ne tourne pas, la puissance convertible en puissance électrique est 

nulle. 

 

Figure20. Courbe de rendement de la conversion de cette approche 
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9.4. Interprétation des résultats obtenus  

Le calcul de performance de l’éolienne a été effectué à partir des grandeurs caractéristiques 

d’écoulement moyen obtenue à la convergence des calculs. Avec les conditions initiales et aux 

limites imposées (voir §7.3.2 et §7.3.3) donnent la converge de calcul à partir de 400 itérations ce 

qui correspond à 0,3833E-03 seconde. 

Les résultats de la simulation montrent que le couple reste faible pour les vitesses du vent en 

amont inférieures à 5 m/s. La puissance disponible et la puissance convertible au niveau de l’arbre 

de la roue restent très proches pour les vitesses inférieures à 5m/s. au-delà de 5 m/s, la différence se 

voit particulièrement pour les vitesses supérieures à 10 m/s. Quant au rendement, il croit avec la 

vitesse en amont et tend asymptotiquement vers la valeur 58,40%. La comparaison des résultats 

obtenus par la méthode numérique objet de cette étude avec ceux des méthodes préconisées par Betz 

[BET 26] et Gorban et al [GOR 01], [MAH 17], appliquée à une turbine à axe horizontal est donnée 

au tableau 6 ci-dessous. Si Betz, dans son approche considère que l’écoulement est 

monodimensionnel et que la roue est supposée un disque infiniment mince par fluide qui coule à une 

certaine vitesse, Gorban et al ont tenu compte de la composante tangentielle de la vitesse 

d’écoulement. 

Approches Betz Gorban et Gorlov Cet article 

Rendement  59,3% 30,1% 58,40% 

Tableau 6. Comparaison entre les limites de Betz, de Gorban et al. et celle résultant de la méthode 

appliquée à une éolienne à axe horizontal 

10. Conclusion et perspective 

Les auteurs de cet article lui ont consacré la recherche d’un nouveau modèle monodimensionnel 

équivalent à un écoulement tridimensionnel dont la de résolution des systèmes d’équations aux 

dérivées partielles non linéaires associées demande un temps de calcul assez important [GRE 08], 

[BEN 08]. A cet effet, ils ont procédé au calcul des moyennes des grandeurs caractéristiques de 

l’écoulement de fluide traversant le capteur d’une turbomachine. Ils ont obtenu un système 

monodimensionnel plus léger en termes de calcul.  

Les résultats obtenus par simulation sont encourageants, en particulier, le rendement trouvé est 

compris entre le rendement de Betz et celui de Gorban et Gorlov d’une part. D’autre part, le temps 

de calcul est faible comparativement au temps requis par les simulations numériques 

tridimensionnelles [LAU 14]. 

Cette nouvelle méthode est appliquée à une éolienne à axe horizontal. Il est nécessaire de 

continuer les présents travaux sur des éoliennes à axe vertical pour vérifier le champ de son 

efficacité. La considération des fluides pesants est un axe à explorer. 
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