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RESUME. Au moyen de quelques transformations mathématiques, cet article révéle la nature interne des modeéles
fractionnaires (ou modéles non entier) décrits par des équations différentielles fractionnaires ou des pseudo
représentations d'états. En particulier, le calcul de la réponse impulsionnelle des modeéles fractionnaires considérés a
l'aide de la méthode de Cauchy montre qu'ils présentent des constantes de temps infiniment petites et infiniment
grandes. La représentation diffusive de ces modeles en est déduite. En utilisant la transformée de Fourier, une
représentation des modéles fractionnaires par une équation de diffusion définie sur un domaine spatial infini est alors
déduite. Les modeéles fractionnaires peuvent ainsi étre vus comme des modeéles doublement infinis : infinis car ils sont
distribués et également infinis car ils sont définis sur un domaine spatial infini. Ce domaine infini ou les constantes de
temps infiniment grandes de la réponse impulsionnelle révelent une propriété intrinseéque aux modeéles fractionnaires :
leur mémoire infinie.

ABSTRACT. Through some mathematical transformations, this paper highlights the internal nature of fractional
models described by fractional differential equations or pseudo state space descriptions. In particular, the impulse
response computation for considered fractional model using the Cauchy method shows that they exhibit infinitely small
and high time constants. The diffusive representation of these models is the deduced. Using Fourier transform a
representation of fractional models with a diffusion equation defined on an infinite space domain is then deduced.
Fractional models can thus be viewed as doubly infinite dimensional models: a first infinite as they are distributed and
a second infinity as they are defined on an infinite domain. This infinite domain or the infinitely large time constants of
the impulse response reveal a property intrinsic to fractional models: their infinite memory.
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1. Introduction

Les comportements fractionnaires et les modeéles fractionnaires (ou non entiers) sont deux
concepts différents. Sous l'appellation de "comportements fractionnaires”, tous les phénoménes
physiques présentant une cinétique en loi de puissance peuvent étre regroupés. Quant aux modeles
fractionnaires, ils désignent un (parmi d'autres) des outils du domaine de recherche du calcul
fractionnaire qui peuvent étre utilisés pour capturer des comportements fractionnaires. Mais les
origines des modeles fractionnaires et plus largement du calcul fractionnaire ne résultent pas de
justifications physiques. lls résultent de la solution de I'équation de diffusion de Fick sur un domaine
infini ou ont été introduits simplement parce qu'ils ont eux aussi des comportements dynamiques
fractionnaires et des distributions de constantes de temps [COL 1941]. Ceci en fait des outils
efficaces pour le fittage de données issues de comportements fractionnaires. Donner du sens aux
modeles fractionnaires (a posteriori) a pourtant été une préoccupation de nombreux chercheurs. Des
interprétations mathématiques [GOR 1998] [MAI 1998], physiques [NIG1992] [RUT1995],
géométriques [BEN 1997] [POD 2002], statistiques [TEN 2003] ont donc été recherchées. Mais ces
approches ne permettent pas vraiment de comprendre leur nature et surtout leurs avantages et
inconvénients. Dans cet article, plusieurs transformations mathématiques sont utilisées pour
démontrer que les modeles fractionnaires sont dotés d'une propriété intrinséque et physiquement
questionnable : ce sont des modéles de dimension doublement infinis :

—infinis car ils sont distribués
© 2023 ISTE OpenScience — Published by ISTE Ltd. London, UK — openscience.fr Page |1



—et infinis également car ils sont définis (la distribution des paramétres) sur un domaine spatial
infini.

Les modeles fractionnaires sont donc « apparemment » profondément non réalistes et leur
propension a faire jouer des infinis est profondément perturbante pour un ingénieur et un physicien.

2. Analyse physique et systémique des modeles fractionnaires
2.1. Définition des modeles analysés

Les modéles fractionnaires appartiennent a une classe de modeles qui a été introduite pour
modéliser des comportements présentant des lois de puissance (ou disons fractionnaires). Sans
s’appuyer sur des justifications physiques, les mode¢les fractionnaires analysés a la suite ont été
introduits en généralisant simplement les outils de modélisation existants, en remplacant simplement
les opérateurs de dérivation classiques par des opérateurs de dérivation fractionnaire.

Avec u(t) € R et y(t) € R respectivement désignés comme entrée et sortie, une équation
différentielle fractionnaire est définie dans la littérature par une équation de la forme :

voaD (Y1) = T2 biD,* (u(t))  pour  t>0. [1]

Dans la relation [1] a; € R et b, € R, D:“" et D:b" désignent respectivement des opérateurs de
0 0

dérivation fractionnaire d’ordre v,, € R et v, € R [SAM 1993]. Diverses définitions peuvent étre

utilisées pour décrire ces opérateurs [CAP 2014], ce qui pose la question du choix. Ces définitions
sont a certains égards équivalentes, mais des différences existent notamment sur la prise en compte
des conditions initiales.

La « fractionnalisation » d'un autre outil de modélisation bien connu a également été proposée
dans la littérature si les ordres de dérivation v,, and v, Veérifient les conditions suivantes :

Ve, = k/q and vy, =k/q,q € Nand q > 0. [2]

Ces conditions, dites conditions de commensurabilité, permettent de réécrire la relation [1] sous
la forme (sous conditions initiales nulles) :

{D}’OX (t) = AX(t) + Bu(t)

y(0) = CX(®) + Du(e) ~ Pour t>0 3]

Cette représentation est connue dans la littérature sous la désignation de « pseudo représentation
d’état ». “Pseudo” car le vecteur X(t) € R™ ne peut pas étre considéré comme I'état du modele car il
ne s'agit pas de la quantité minimale d'information requise pour prédire le futur du modele. Dans la
relation (3), v = 1/q est I'ordre fractionnaire du modéle et A € R™", B € R™!, C € R™*" et
D € R sont des matrices constantes.

La transformée de Laplace appliquee aux relations [1] ou [3] (avec conditions initiales nulles)
permet une représentation en fonction de transfert de la forme :

_ Y _ Ly®)
H(S) =56 = oy [4]

Les modeles [1] et [3] sont tres largement utilisés dans la littérature quand on parle de modeles
fractionnaires (ou non entiers).
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2.2. Distribution des podles et des constantes de temps, mémoire infinie

La premiere analyse physique proposée dans cet article est basée sur la réponse impulsionnelle
des modeles [1] et [3]. Cette réponse impulsionnelle résulte de la transformation de Laplace inverse
suivante:

_ -1 _ 1 rctjoo st
h(t) = L7HH(s)} = Y fc_joo H(s)e%tds. [5]

Dans la relation [5], la valeur de c est choisie supérieure a 1’abscisse des points singuliers de
H(s) et le calcul de I’intégrale est effectué en utilisant le contour de Bromwich-Wagner I' de la
figure 1 qui contourne I'axe négatif par le point de branchement z = 0 pour t > 0. Il évite ainsi le
domaine plan complexe pour lequel la fonction de transfert s¥ = 0 n’est pas définie, i.e. le segment
]-00,0]. Comme illustré par la figure 1, ce contour est I’union de six sous-contours: I' = y; U...U y,.
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Figure 1. Contour I" considéré pour le calcul de la réponse impulsionnelle h(t)

En utilisant le théoréme des résidus, la relation [5] se réécrit sous la forme:

h(t) = ——

2mj I —

" H(s)e®ds + ) poies Res[H(s)e"], [6]

inl
avec, dans le cas d’un pole simple p pour H(s)e
Resy[H(s)e*] = lim,_,(z — p)H(2)e". [7]

La relation [6] impose donc le calcul des pdles de H(s) et démontre que la réponse
impulsionnelle des modeles [1] et [3] peut se scinder en deux parties, et donc s’écrire:

h(t) = h,(t) + hy (D). [8]

La fonction h,,(t) résulte des poles des modeles [1] et [3] (résidus de la methode de Cauchy). Elle

caractérise un systéme linéaire classique qui ne sera pas considéré a la suite. La fonction h,(t) est
liée a la partie diffusive du modele. L’adjectif “diffusive” est expliqué a la suite (voir paragraphe
2.3). La fonction h,(t) est définie par [MON 1998]:

hy(t) = fooou(z)e‘tzdz, [9]
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relation dans laquelle la fonction u(x) et définie dans [MAT 1998] par:
w@ =5 H(-2)) - H(-D"] avec u@eR [10]

La transformée de Laplace de la fonction h,(t) est donnée par:

ha(s) = [ 5 2az . [11]

Si une entrée u(t) est appliquée a la partie diffusive de réponse impulsionnelle h,(t), la sortie
yq(t) est le produit de convolution:

Ya® = [} [T u@e D% u(t)dzdr = [ u(2) [ e=“P*u(r)dr dz. [12]
En introduisant la fonction w(t, z) telle que :
w(t, z) = fote_(t_f)zu(r)dr , [13]

la relation [12] peut se réécrire sous la forme :

%ﬁ’z) = —zw(t,z) + u(t)

ya(t) = fooo u(z)w(t,z)dz

Cette représentation est connue dans la littérature sous le nom de représentation diffusive [MON
1998] [MAT 1998]. Les représentations [11] et [14] des modéles fractionnaires sont
particulierement intéressantes car elles permettent de révéler des propriétés mal connues et pourtant
fondamentales car elles renseignent sur la nature interne des modeles fractionnaires et sur la fagon
de les initialiser. La relation (11) met en évidence que les modeéles [1] et [3] ont des pdles (valeurs
de z) distribués de 0 a —oo. Les modeles [1] et [3] sont donc munis de constantes de temps
infiniment rapides et infiniment lentes (elles sont atténuées par la fonction u( ), mais elles
existent). La relation [14] révéle I'impact de ces poles (ou constantes de temps) sur l'initialisation
des modéles fractionnaires. Tous les pdles doivent étre initialisés car la fonction w(0, z) doit étre
initialisée avec z € R,.. Cela confére aux modeles fractionnaires une mémoire infinie et une quantite
infinie d’information nécessaire a leur initialisation (tout le passé est nécessaire a cette initialisation
depuis —o0). A noter qu'un lien entre les opérateurs fractionnaires et la distribution des pdles de 0 a -
o a également été mis en évidence dans [CAP 1971].

z € R,. [14]

2.3. Définition sur un domaine spatial de dimension infini

Cette section met en évidence le lien intrinséque existant entre les modeles fractionnaires et une
définition sur un domaine de dimension infinie. C'est le cas dans [LEM 1983] [MET 2000] [BAR
2000] ou un modele fractionnaire est déduit d'un phénomene physique mais en considérant des
dimensions spatiales infinies. Mais ceci peut aussi étre illustré par un exemple tres simple qui fait
apparaitre I'opérateur d'intégration fractionnaire a partir d'un phénomene physique. Cet opérateur est
en effet solution de I'équation de la chaleur si I'on considére un domaine spatial de dimension
infinie. A titre de démonstration, le plan semi-infini de la figure 2 est considéré. Le systeme
thermique étudie est supposé parfaitement isolé sur l'axe radial, il n'y a donc pas d'échange
thermique avec l'extérieur. La densité de flux thermique ¢(t) est appliquée sur la surface normale
sortante du milieu. Les pertes sur la surface ou le flux thermique est appliqué sont negligées.
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Figure 2. Milieu plan semi-infini

Dans le milieu de la figure 2, le transfert de chaleur est donc régi par 1'équation aux dérivées
partielles 1D suivante :

(6T(z,t) _ ii(zp 8T(Z,t)), 7> 0, £>0

ot zP ot 0z
{ ATED = (), z=0, >0 [15]
k T(z,t)=0 z>0, t=0

ou p est une variable qui dépend de la géométrie considérée. Dans le cas d'un milieu plan semi-
infini, p = 0 et r = z, z étant I'abscisse de la mesure de température dans le milieu (figure 2). Le
systéeme [15] peut alors étre simplifié et devient:

2
( aT;’t) = o 3TED z2>0 t>0

9z2 '
Lm0 0 16)
T(z,t) =0 z>0 t=0

L'évaluation de la transformée de Laplace de la premiére équation conduit a :

92%T(z,s)
0z2

— i'l_"(z, s)=0 ou T(zs)=L{T(z1t)} [17]
qui représente une équation différentielle ordinaire sur la variable x. Sa solution est donnée par :
T(z,s) = K,(s)e /e + K,(s)e=2/"/a . [18]

Compte tenu des conditions limites, la fonction de transfert suivante peut étre exprimée :

= T(Z'S) = 1 _Z\/%
H(z,s) 2o — 75 me : [19]
Pour z = 0, la fonction de transfert liant le flux de chaleur @(t) a la température T(z,s) est
L montrant ainsi la nécessité de considérer un domaine de

Vs\[ApCp’

dimension infinie pour I'obtenir.

I’intégrateur fractionnaire

Cette nécessité peut s’étendre a des ordres différents de 1’ordre 0.5 et précisement dans le cadre
de I’étude des phénomenes de relaxation sur des interfaces poreuses fractales. En utilisant des lois
de puissance pour décrire ce milieu [SAP 1988], il est en effet nécessaire de considérer des distances
infiniment petites de pénétration dans le milieu pour faire apparitre que I’impédance du milieu se
comporte comme une fractance [LEM 1983]. Ces exemples mettent également en évidence de la
dualité entre domaine fréquentiel et spatial. La nécessité d’une distribution des constantes de temps
sur un domaine fréquentiel infini pour faire apparaitre 1’opérateur d’intgration fractionnaire, se
traduit par la necessité de dimensions infinies dans le domaine spatial.
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L'analyse inverse peut également étre effectuée, a savoir essayer d'obtenir une représentation
spatiale des modeéles fractionnaires. A cette fin, le modele [14] est réécrit sous la forme:

% = —zw(t,z) + u(t)

1 o 1 o zER, . [20]

va(®) = [y u@w(t,2)dz + - [ n(@w(t, z)dz

Le changement de variable p = —/z et p = v/z sont respectivement utilisés dans la premiére et la
seconde intégrale de la relation [20]. Le modele obtenu est donc

oY(t,
WL = —pZ(t, p) + u(t)

1 —00 1 ro0 p E R, [21]
ya®) =[5 2pu(e®)Y(t, p)dp + [, 210 (t, p)dp

avec Y(t, p) = w(t, p?). Aprés simplifications, la relation [21] devient

() 2
— == t,p) +u(t
o p“Y(t, p) + u(t) bER. [22]

va® = [ |plupDy(t, p)dp

Si la transformée de Fourier inverse est appliquée a la premiere équation de la relation [22] (sur la
variable p), elle se réécrit sous la forme:

ap(tl) _ 9%2¢p(t.0)
%~ o T u(t)d({) (ER, [23]

ou
Wt p) =F{pt, Oy = [ ¢ (t, e P%dT,

et [24]
$(t,9) = FH(t, p)} = 5[, (6, pe/¥dp .

Etant donné que y(t, p) est une fonction réelle et paire, selon les propriétés de la transformée de
Fourier, la fonction ¢ (¢, {) est aussi réelle et paire. Le modéle [22] peut étre réécrit sous la forme:

09(t,0) _ 0%2¢p(t,0)
= +u(t)5({)

ot _ a2 _ [25]
va@®) = [__lplu(p®)F{¢p(t, }dp
Etant donné que:
va(t) = j lplu(p?) (f o(t, C)e‘f’“dé> dp

=7 0.0 [ |plu(p?)e 74 dpd [26]

la relation (26) devient

9Pt _ 9%t
ot - 662 + u(t)(_?(() ]R ’ [27]

ya@®) = 7 mQe(t,Od¢
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avec m({) = F{lplu(p?)}.

La fonction u(p?) étant réelle et paire, la fonction m({) est aussi réelle et paire. L’intégrale
définissant y, (t) dans la relation (27) peut donc se réécrire sous la forme:

Ya(®) = 2 [ m(D¢(t,)de = [, m(D2¢(t, )d] [28]

et le modele (27) devient donc:

99t _ 9%¢(t0)
8 = 220 4 2u()5()

0 R,. [29]
ya(®) = [ m@e(t, )d
La relation (29) renseigne sur la nature des modeles fractionnaires. Comme illustré par la figure
3, ils peuvent étre décrits par une équation de diffusion sur un domaine de dimension infinie
(¢ € R,). lls peuvent donc étre vus comme des modeles doublement infinis (infinis car distribués et
infinis car définis sur un domaine spatial infini). Ce domaine spatial infini impose une initialisation
avec une quantité infinie d'informations : ¢(0,{),{ € R,.

ya(t) = f m@Q)(t,)dl
0

A

A SN

¢ =0 b(t.9)

Figure 3. Représentation spatiale d’un modéle fractionnaire

On peut ainsi conclure que toute tdche de modélisation utilisant les modéles (1) ou (3) conduit a
représenter un systéme physique par un modéle aux dimensions spatiales infinies. Attendu
I’approche qui précéde, les modeles de pensée qui font intervenir mémoire et infini, méritent d’étre
interrogés car si seul 1’infini dénombrable est mesurable, la modélisation mathématique peut mettre
en jeu des transfinis de limites et de co-limites qu’il faut pouvoir ramener a une mesure par des
méthodes catégoriques, combinatoires ou logiques. Tel est la question que pose 1’approche diffusive
que nous proposons pour faire piéce aux apories qui peuvent naitre de 1’approche fractionnaire.

3. Conclusion

Les opeérateurs fractionnaires et les modéles fractionnaires qui en résultent sont connus pour leur
propriété de mémoire. Il s'agit d'une propriété intéressante qui permet de capter les comportements
en loi de puissance souvent rencontrés dans les problemes de modélisation. Pour cette classe de
comportements, des modeles ayant une mémoire sont en effet nécessaires, mais pas une mémoire
infinie. Et c'est malheureusement le cas avec les modeles fractionnaires. Leur mémoire infinie est
démontrée dans cet article en appliquant des transformations mathematiques. Ces transformations
mettent en évidence que les modeles fractionnaires (décrits par une équation différentielle
fractionnaire ou une pseudo description d'espace d'état) sont dotés de constantes de temps infiniment
petites et infiniment grandes. Cet article montre également qu’un modeéle fractionnaire peut étre
représenté par une équation de diffusion définie sur un domaine spatial infini [SAB 2021a]. Et ce
sont precisement ces constantes de temps infiniment grandes ou le domaine spatial infini qui sont les
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raisons d'une mémoire infinie et d’une quantité infinie d’information nécessaire a leur initialisation
[SAB 2021b].

Malheureusement, de nombreuses études consacrées aux modeles fractionnaires semblent ignorer
cette fagon de considérer les modeles fractionnaires, ce qui conduit a des erreurs d'initialisation de
ces modeles [SAB 2020a]. Leur mémoire infinie impose de considérer tout le passé du modele et
pas seulement une condition initiale comme avec la définition de Caputo.

Les modeles fractionnaires ne sont cependant qu'une classe de modeles parmi tant d'autres
capables de capter les comportements présentant des lois de puissance sans les inconvénients des
modeles fractionnaires [SAB 2020b] [SAB 2021c]. D'autres solutions ont été recemment évoquées :
opérateurs a noyaux a mémoire limitée [SAB 2020c], équations de Volterra [SAB 2020d], modéles
a retards distribués [SAB 2020e], modeéles variant dans le temps, modeles non linéaires [TAR 2020]
[TAR 2021], équations de diffusion a coefficients spatialement variables [SAB 2020f] ou encore des
equations fonctionnelles qui comme démontré dans [NIG 2023] permettent de modéliser des
comportement avec des lois de puissance. Considérer les comportements en loi de puissance sans se
limiter aux modéles fractionnaires ouvre d'innombrables pistes de recherche dans le domaine de
I'analyse et de I'identification de systemes physiques reéels.
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